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摘 ， 要 : 对 于 任意 的 正 整 数 "著名 的 Smarandache LCM 画 数 的 对 偶 本 数 定义 为 SL* (站 = BZ{A1I es N, [2，…) 央 
1 可 ,O(m 表示 ”的 所 有 素 因 子 的 个 数 . 文章 利用 初等 数论 和 分 类 讨论 的 方法 研究 画 数 方程 》， 本 启 = 20( 岂 的 可 解 


性 ,并 给 出 了 这 个 方程 的 所 有 正 整 数 解 的 具体 形式 . 
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1 5 | 言 及 结论 


对 任意 的 正 整数 w,Smarandache LCM 画 数 ” 的 定义 为 SLx* (站 =BZ{EI EN [2，…… 癌 } ,这 
里 〖,2,…;, 则 表示 1,2,，… 尖 的 最 小 公 倍 数 ,V, 表示 所 有 正 整数 的 集合 , 其 对 偶 函 数 定义 为 SL* (m) = 
BZ{&I E NE2， 关上 枚 ,由 定义 很 容易 计算 S1* (m) 的 前 几 个 值 :S1* (1) = 1;S1* (2) = 2， 
S1x (3) =1;S1xr (4) =2,S1x* (5) =1;S1x (6) =3,S1x (7) =1),S1x (8) =2,S1* (9) =1,S1Lxr (10) = 
2… 
Smarandache LCM 本 数 的 对 偶 画 数 有 很 好 的 性 质 : 当 ”为 奇数 时 ,SL* (由 = 1, 当 半 为 偶数 时 ， 
S1L* (7m) 三 2. 关于 它 的 性 质 及 画 数 方程 有 许多 学 者 进行 过 研究 ,获得 了 不 少 有 趣 的 结果 . 
田 呈 亮 在 文献 外 中 研究 了 画 函数 方程 2 SC (4 和 和亲 8 (dg =@(n) 的 可 解 性 ,得 出 前 者 只 有 


唯一 的 正 整数 解 ”= 1, 而 后 者 的 正 整 数 解 为 ” = 1,3,14. 另外 , 王 妤 在 文献 四 中 研究 了 方程 > SL* (d) 
dd 
= > 4S* ( 中 ,并 得 出 其 正 整数 解 . 吴 欣 在 文献 出 中 研究 了 方程 SL* (m) =Zx (7m) 的 正 整数 解 . 陈 斌 在 文 
刀 必 


献 团 和 名 中 研究 了 方程 》 Si2 (d) + 1 =227 和 之 人 缉 (可 =20( m 的 正 整数 解 ( 其 中 S* (m) = 


BZ{m1m esNml 1 可) ,前 者 有 解 当 且 仅 当 ”=z,a = 1 = 3 为 素数 ; 后 者 也 有 正 整数 解 : ”为 奇数 
时 ,” =p;n = pg, 其 中 w = 1,p;)9 为 素数 ;7 为 偶数 时 ,m” = 22433 六 = 2532 7 = 8p 轨 = 16p5 7 己 64 六 7 三 
2pdq, 其 中 p;,q = 5 为 奇 素数 . 

人 9 数 方程 


汉 二 20(7) (了 1) 
的 正 整数 解 ,并 得 到 了 其 所 有 的 正 整数 解 ,其 中 0(n) 为 "的 所 有 素 因 子 个 数 和 ( 包括 重 数 ) , 即 若 "的 素 因 
子 分 解 为 = 记 2p22 Pi5 则 O(m =oa +o +… +oai5 本 文 即 证 得 下 面 的 定理 
定理 1 (1) 方程 (1) 的 奇数 解 为 :”= pn = p*q, 其 中 aw = 1;,p),9 为 奇 素数 ; 
(2) 所 有 偶数 解 的 具体 形式 为 :nm = 2pq)m = 2048 六 这 =32P =16 辣 =128 六 =4102 =8p0 
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其 中 p;)q 三 5 的 素数 ;mr = 243 =2732 和 =2?53 =2230 =2233 有 =2723" =6480;m =mp( 姑 =36， 
648 ,864,2916) ,m = 24 广 ,其 中 p = 5 的 素数 . 


2 定理 的 证 明 


证 明 当 ”=1 时 ,575 
面 两 种 情况 : 
情况 LI 当 m”> 1 且 为 奇数 时 , 设 半 = 六” 六 2 此 时 显然 对 头 的 每 一 个 因子 4 必 为 奇数 , 即 2 不 整 
除 d 故 SI (dg =S (dg)=1 而 20(m) =2(aw +om+…+o)， 故 原 方程 可 转化 为 
1 1 
和 


由 文献 名 知 , 当 为 奇数 时 ,方程 ( 1) 的 奇数 解 为 ” = pn = p"q, 其 中 a = 1),p)4 为 奇 素数 . 
情况 II 当 为 偶数 时 , 设 半 =2?m7 =PiD2pPiwa 三 1 站 <P < <D 下 分 不 =1 和 站 > 1 
两 种 情况 讨论 . 


=1;,20(m) =0, 显 然 "= 1 不 是 方程 ( 1) 的 解 ,下 设 ”> 1. 具体 分 下 


( T) 若 普 = 时 =2 20(m =2o, 同 时 之 > 5 Ta = 1+ 全 , 故 原 方程 等 价 
于 1 + 2 = 2a 解 得 = 子 , 故 " = 2” 不 是 方程 ( 1) 的 解 . 


(IT) 当 m > 工时 ,分 cc=1 和 waw > 1 两 种 情况 ,具体 分 析 如 下 : 

(A) 当 w=1 时 , 即 =2mmm = 太 p22 Pi 无 志 1， 由 于 31 宗 与 3 不 整除 关 时 S2z (7 的 值 不 同 ， 
故 分 下 面 两 种 情况 : 

(1) 当 31 mm 时 =2。39P2 Po 

(i 当 上 =1 时 =2 .3“, 此 时 20(m =2(1+aw)， 有 


1 
之 S1x (中 S1Lx (d 


中 2*3c1 


证 
sw 


则 原 方程 等 价 于 2(1 + ai) = 


和 
3 


aw ,显然 此 时 2(1 + w ) > 祁 + Sa 故此 时 方程 (1) 无 正 整数 


(当天 =2 时 =2 .3“7p”2, 此 时 20(z) =2(1+aw +o)， 有 
1 1 
学 S1x (dj) ” 2 S1x (dg 


圳 2.3alp2a2 


此 时 原 方 程 转化 为 2(1 + w + oa) = ( 记 十 了 au) (1 + oa) ,很 容易 计算 此 不 定 方程 无 正 整数 解 . 
(ii) 当天 三 3 时 =2。3“7p2… 和 pw 此 时 20(z) =2(1+a +oa +…+o) 有 


多 洒 0 二 = (到 + 了 ao)(L+o)(+o) (+an， 


可 2.3a1P22…P 
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用 数学 归纳 法 容易 证 得 
(+ So)(1 +o)(1+oa)…(1+a)j >201+oa+oa +…+oa， 
故此 时 方程 ( 1) 无 正 整数 解 . 
(2) 当 3 不 整除 奕 时 = 2pip22…pDi5 过 站 < PP < … < po 由 于 
20(m) =2(1+a+o+…+o， 
1 3 

这 Se 加 =3(1 +oal) (1 + oo)…(1 + oj) ， 

即 原 方程 可 转化 为 
3(1 +oal) (1 + oo)…(1 + al) =2(1 + QI 二 oa 十 + al) 5 ( 2) 

则 不 定 方程 (2) 的 解 即 为 方程 (1) 的 正 整 数 解 ,下 面 解 不 定 方程 (2) . 
(i 当天 = 1 时 ,(2) 式 为 了 (1 让 下 去 汪 (全 二 和 二 二 二 莹 斌 争 慎 扩 


( 刘 当 大 =2 时 ,(2) 式 为 3(1+ a) (1+ o) =2(1+ a + o) ,化 简 为 ua = 1 + ai + mi 解 得 
= =1, 故 ”= 2pp，, 是 方程 ( 1) 的 正 整数 解 . 

(iii) 当下 = 3 时 ,用 数学 归纳 法 证 得 对 a = lo =1， as 三 1 都 有 

3(1 +a)(1+o)…(1+a) >2(1+a+oa +…+oai)， 

故此 时 方程 ( 1) 无 正 整数 解 . 

(B) 当 w 三 2 时 mn=2?m =2?p9p2 Dio3 过 Pi < PP < < Di 

( 工 ) 当 31 。 时 ,分 情况 讨论 如 下 : 

(i) 当下 = 工时 2=2?3” ,此 时 20( 由 =2(a +oa)， 


7 有 
二 
二 S1* (2) 气 S1* (3) 志和 S1* (23)) 
CQ (aw=-1)oa 
= 1] 十 二 Qi 十 


5 解 不 定 
方程 得 正 整 数 解 为 w = 6,a， Re ,al =20 或 w=9,aw =13 或 ac =12，ai ER =8 或 
ww=33,a =7;, 故 此 时 方程 (1) 的 解 为 :m = 253 ”2 =27 3 =22327 =2230m =22?33 7 =273 

( 订 当 大 =2 时 ,7 二 2"3”p 2 ，D2 之 5, 此 时 ,20( 7) 二 2(w 十 QI 十 oo) ,下 分 ( og) 和 ( 两 种 情况 : 
(al) 当 P =5 时 , 即 ” = 2*3“5”， 


故 原 方程 可 转化 为 1 + 和 上 + an + 心 -1w -ar(u yw) ,等 价 于 不 定 方程 w =6 + 


1 
人 (J 四 0 (dg 


ee 0 和 
一 1 类 直 2 于 2 6 ? 
则 原 方程 转化 为 
去 -1 -1 -1 
下 笠 ' 人 人 人 ( 3) 


6 
下 解 方程 (3) . 
申 当 w=2 时 ,(3) 式 等 价 于 14aa, = 30 + 9a + 6a, ,此 时 方程 无 正 整数 解 . 
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@ 当 a=3 时 ,(3) 式 等 价 于 8awa, = 24 + 3ai ,此 时 方程 无 正 整 数 解 . 
人 @@ 当 a =4 时 ,(3) 式 等 价 于 2a, + 6aia = 22 + al ,此 时 方程 仅 有 一 组 正 整 数 解 为 =4,a = 1;, 故 
/=23“ 5 = 6480 为 方程 ( 1) 的 正 整 数 解 . 
由 当 au >=5 时 ,(3) 式 无 正 整数 解 . 
(b) 当 p > 55 时 , 即 ”= 2?3“p)”， 
1 


1 
之 S1Lx (d) 之 S1x (dg 


十 2a3a1p202 


-1+2&=-1， 号 auUom (ta 一 to (aonon 
二 亲 Qi 十 05 了 亲 Qi 0 人 
则 原 方程 转化 为 
到 一 工 一 1 一 1 
1 汗 演 WA )w (ae 二 人 ( 4) 


4 阮 。 
@ 四 当 a =2 时 ,(4) 式 等 价 于 $aa, = 10 + 3a + 2a ,此 时 解 得 方程 的 正 整数 解 为 =6,a = 1 或 
au =2,o =2); 故 方程 ( 1) 有 解 当 且 仅 当 ”= 36p,m = 2916p(P > 5) . 
@ 当 a =3 时 ,(4) 式 等 价 于 3awa, =8 + w 此 时 解 得 方程 的 正 整数 解 为 =4,a =1 或 w =1， 
o = 3; 故 方程 ( 1) 有 解 当 且 仅 当 m” = 648p 和 m = 24P2(P > 5) . 
@@ 当 a =4 时 ,(4) 式 等 价 于 2a + 7aia = 22 + ai ,此 时 方程 无 正 整数 解 . 
四 当 a=5 时 ,(4) 式 等 价 于 + 2aa =7, 此 时 解 得 方程 的 正 整数 解 为 =3,a = 1, 故 方程 (1) 有 
解 当 且 仅 当 ”= 253?p = 864p(p > 5) . 
@@ 当 wc>=6 时 ,(4) 式 无 正 整数 解 . 
(iii) 当 大 =3 时 ,=2?3“p“2p5 pp 三 9 此 时 20(7z) =2(a +a +o +o)， 下 分 两 种 情况 : 
(al 若 m =5$p =7:a=o=oao=1 则 "=2"*.3.5.7, 此 时 20(m) =2a +6， 
这 站 > 和 “+ 


者 28 


1 
此 时 显然 二 
本 史 昌 S1* ((d 


故此 时 方程 ( 1) 无 正 整数 解 . 
同 理 , 当 Q1 >> 1 ,oa， > 1 os > 1] 时 ,方程 ( 11) 也 无 正 整数 解 . 
(b) 若 风 关 $55 < ph < pal=o=o=1 则 ”=2* .3。p pi 此 时 20(m) =2a +6， 


> 20(2“ .3 .5 .7) ， 


1 1 
之 到 (本 3 | 


d 咱 2a*3。p2"D3 


显然 > > 20(2" 3，P pa)， 


二 一 
,人 
故此 时 方程 (1) 也 无 正 整数 解 . 
同 理 , 当 ww， > la，> la > 1 方程 (1) 也 无 正 整 数 解 . 
(iv) 当天 三 4 时 = 2"3%7p 2…Piw% 方程 ( 1) 也 无 正 整数 解 . 
(2) 当 3 不 整除 闫 时 =2*“m = 2“p2p2 po20(7) =2(a+al+oa +… +oa)， 


之 丈 ( 厅 -3201 +o(1+o)(1+o)…(L+an)， 


原 方程 转化 为 
(1+a(1+a)(l1+o)…(1+a)=4(aw+a+o +…+oi). ( 5) 
(i) 当 大 =1 时 ,(5) 式 为 (1+a(l1+a)=4(a+oao)， 等 价 于 aw=3+ 3 , 解 得 此 不 定 方程 的 正 


al -3 
整数 解 为 wc = 11,a =4 或 w=4:,a =11 或 wc=7,a =5 或 =5a =7;) 故 此 时 方程 (1) 有 解 当 且 仅 当 
1 = 2048 六 和 = 16pD 7 = 32p 7 = 1287. 
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( 动 当 上 =2 时 ,(5) 式 变 为 
(1+a(1+a)(1+o)=4(a+aw+o)， (6) 

下 解 方程 (6) . 

(al 当 w=2 时 ,(6) 式 等 价 于 3awaw =5 + a + ) 解 得 方程 的 正 整 数 解 为 =3,a =1 或 w =1， 
oa = 3, 故 方程 ( 1) 有 解 当 且 仅 当 m”= 4pipz (Pip， > 3). 

(b) 当 a =3 时 ,(6) 式 等 价 于 wa = 2, 解 得 方程 的 正 整数 解 为 =1,o =2 或 o =2,a =1), 故 方 
程 ( 1) 有 解 当 且 仅 当 几 = 8pip2 (PP > 3) . 

(ec) 当 a =>4 时 ,(6) 式 无 正 整数 解 . 

(iii) 当 大 三 3 时 ,(1+aw(l1+a)(1+o)…(1+ah) >4(a+aw+o+…+oaoh， 下面 用 数学 归 
纳 法 证 明 : 

(aj) 当 上 =3 时 ,显然 (1+a(1+a)(1+a)(1+a) >4(a+oa +oa +oao3). 
b) 当天 = 和 时 ,假设 (1+a(1+a)(1+oa)…(1+aw) >4(a+a+oa + +a). 
c) 当天 = 冯 +1 时 ,有 
1+al(1+oa)(1+oa)…(1+a)(1+a) >4(a+a+o+…+aw)(1L+aw 


=4(w+al+o+…+oa)+4a (aa+al+oa +… +oah) 


( 
( 
( 


> 4( a 二 Ql 十 Q5 十 十 On + oa，1) 
故此 时 方程 ( 1) 无 正 整数 解 . 
综合 上 述 情 况 I 和 情况 II 的 讨论 ,定理 得 证 . 
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The Solvability of the Equation Involving the Smarandache Dual LCM Function 
ZHAO Na-mna，CHEN Bin 


( Department of Mathematics，Northwest University，Xian 710127 ， China) 
Abstract: For any positive integer mn，the well 了 known Smarandache dual LCM function is defined by SZx (m = BZ{KIE 


NV， [2,…… 1 由 and (m) is all the number of prime factors of n. In this paper，the elementary number theory and classifi- 


cation discussion methods are used to study the solvability of the equation >》， 二 = 20(m) ,and its all specific forms of posi- 
< 思 


tive integer solutions are given. 


开 Key words: Smarandache dual LCM function;j elementary method; equation; positive integer solutions 


